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КОРЕЛЯЦІЙНІ ЕФЕКТИ У ВУЗЬКИХ ЕНЕРГЕТИЧНИХ ЗОНАХ.  
IІ. МАГНІТНІ ТА НЕМАГНІТНІ ТИПИ ЕЛЕКТРОННОГО 
ВПОРЯДКУВАННЯ 
 
В роботі досліджено ефекти міжелектронних взаємодій у вузьких енергетичних зонах в рамках 
модифікованої форми полярної моделі кристалу. На основі процедури проектування в методі функцій 
Гріна, запропонованої у попередній частині роботи, встановлено умови стабілізації феромагнітного, 
антиферомагнітного та зарядового впорядкування у вузькій зоні. 
 
L. Didukh, Yu. Skorenkyy, O. Kramar, Yu. Dovhopyaty 
 
CORELLATION EFFECTS IN NARROW ENERGY BANDS.  
II. MAGNETIC AND NON-MAGNETIC TYPES OF 
ELECTRONIC ORDERING 
 
The electron correlations in narrow energy bands are examined within the framework of the modified 
form of polar model. On the basis of previously proposed projection procedure within Green function method 
the conditions for ferromagnetic, antiferromagnetic and charge ardering are determined. 
 
1 Вступ 
Вузькозонні сполуки перехідних металів та інші вузькозонні матеріали, для 
опису яких застосовують модель Габбарда та її узагальнення, проявляють різноманітні 
типи впорядкувань в електронній підсистемі [1-5]. Системи, в яких можуть виникати 
металічний феро- чи антиферомагнетизм, зарядове впорядкування під дією зовнішніх 
чинників (легування, зміни температури, тиску, магнітного поля) є перспективними з 
точки зору практичного застосування. Це зумовлює актуальність теоретичних 
досліджень з метою побудови послідовної теорії кореляційних ефектів у вузьких 
енергетичних зонах, яка в рамках єдиного підходу пояснила б особливості реалізації 
спостережуваних магнітних та немагнітних типів електронного впорядкування. В 
останні роки в ряді робіт детально аналізувалася проблема феромагнітного 
впорядкування. Зокрема, в роботах Нолтiнга та спiвробiтникiв на основі наближення 
спектральної густини (SDA, spectral density approach) та його модифікацій [6-9] 
отримано вирази для функцiї Грiна та двополюсний квазiчастинковий спектр, для якого 
характерна наявнiсть у спектрi спiн-залежного зсуву центрiв зон та кореляційного 
звуження зони, які є визначальними для виникнення феромагнітного впорядкування. 
Крім того, в роботах [10,11] було відмічено вплив форми густини електронних станів 
на критерій стабілізації феромагнетизму у вузькій частково заповненій зоні. Проте, 
незважаючи на значну увагу дослідників, завдання послідовного опису металічного 
феромагнетизму вузькозонних матеріалів далеке від завершення. 
 У матеріалах з вузькими зонами провідності міжатомне кулонівське 
відштовхування може привести до виникнення стану з періодичний розподілом 
електронної густини по вузлах кристалічної гратки [3,12]. Типовою тут є ситуація, коли 
величина внутрішньоатомного кулонівського відштовхування набагато більша від 
інтегралу переносу, а зона частково заповнена. В цьому випадку врахування вказаної 
взаємодії в наближенні середнього поля є незастосовним; в полярній моделі ця 
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взаємодія враховується точно, тому зарядово-впорядковані стани у вузьких зонах 
провідності зручно розглядати на основі ефективного гамільтоніана, який враховує 
міжатомну і внутрішньоатомну кулонівську взаємодію а також корельований перенос 
електронів. Прикладом таких матеріалів можуть бути фази Магнелі ванадію VxO2x-1, які 
можна моделювати в рамках моделі орбітально невиродженої зони з концентрацією 
електронів n≤ 1 [13]. Наявність антиферомагнітного впорядкування в цих сполуках при 
температурах, значно нижчих від температур Вервея відповідних сполук і 
концентраціях суттєво відмінних від одиниці вказують на „замороженість” 
трансляційного руху електронів, викликану енергетичною вигідністю зарядово 
впорядкованого стану. 
При розгляді явищ, пов’язаних із електронним впорядкуванням у вузькій 
невиродженій зоні будемо виходити із гамільтоніана, узагальненого врахуванням 
процесів корельованого переносу електронів: 
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де tij(n) – концентраційно-залежний інтеграл переносу, U – інтеграл внутрішньоатомної 
кулонівської взаємодії, V(ij) – інтеграл міжатомної кулонівської взаємодії, J(ij) – 
інтеграл міжатомної обмінної взаємодії феромагнітного типу. Методом канонічного 
перетворення в роботі було отримано ефективний гамільтоніан, який для випадку n<1 
узагальнює t-J гамільтоніан врахуванням міжатомної кулонівської взаємодії, 
( )
( ) ( )2 ij jkt n t n
J ij
′ ′
=
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%  – інтеграл непрямого обміну, ( )0 2i iU V zV X X∆ = − + +  - 
енергія активації пари дірка-двійка (V – величина кулонівської взаємодії між 
найближчими сусідами, врахування якої є принципово важливим при розгляді ефектів 
зарядового впорядкування). Таким чином, малим параметром у розглядуваній моделі є 
величина |t′ij(n)|/U, а не |t(ij)|/U, як у моделі Габбарда. Суттєвою перевагою 
конфігураційного представлення (1) гамільтоніана є зручність застосування процедури 
проектування в рівняннях для квазічастинкових функцій Гріна та можливість дати 
фізичну інтерпретацію результатів цієї процедури, що особливо важливо для 
адекватної ідентифікації механізмів реалізації різного роду електронних впорядкувань 
у вузькозонних матеріалах. 
 
 2 Феромагнiтне впорядкування в узагальненiй моделi з електрон-дiрковою 
асиметрiєю у випадку сильних взаємодiй 
 У випадку сильних взаємодій вираз для функцiї Гріна матиме вигляд [14] 
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де квазiчастинковий енергетичний спектр kE
σ   
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Тут коефiцiєнт кореляцiйного звуження пiдзони 
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та кореляцiйний зсув центра пiдзони 
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− ∑ ,       (5) 
де nσ – концентрацiя електронiв зi спiном σ, а також використано, що 
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(сумування ведеться по найближчих сусiдах). Вкажемо, що спiн-залежний 
кореляцiйний зсув центра пiдзони розраховується самоузгоджено. Вигляд βσ 
визначається формою розподiлу густини станiв, що може суттєво вплинути на умови 
реалiзацiї феромагнiтного впорядкування в системi. 
 Подiбно, для випадку n>1 розглянемо „двiйкову” функцiю Гріна  
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а спектр верхньої квазiчастинкової пiдзони має вигляд 
 ( )k k effE U t n zJ nσ σ σ σµ α β= − + + + −%% %% ,      (7) 
причому для α%  та β%  маємо 
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 Важливими особливостями отриманих спектрiв (3) та (7) є наявнiсть 
кореляцiйного звуження пiдзон, ширини яких неоднаковi внаслiдок врахування 
корельованого переносу; ефект звуження пiдзон зростає iз збiльшенням заповнення 
зони. Крiм того, iснує спiн-залежний зсув центра кожної з пiдзон, котрий виявляється 
важливим при розглядi феромагнiтного впорядкування в системi. Результати 
розрахункiв концентрацiйних залежностей намагнiченостi проiлюстровано на рис. 1. 
 
 
Рисунок 1 – Концентраційна залежність намагніченості m в 
моделі Габбарда при різних густинах станів 
 
Отриманi нами результати узгоджуються з результатами iнших авторiв. 
Наприклад, вiдоме наближення Рот [15] при використаннi модельної густини станiв, 
яка вiдповiдає простiй кубiчнiй гратцi, дає для моделi Габбарда (U→∞) при n1=0.36 
виникнення феромагнiтного впорядкування та при n2=0.63 – насичення. Схоже за 
iдеологiєю наближення SDA [6,16] дає такi результати: для густини станiв, що 
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вiдповiдає sc-гратцi – поява феромагнiтного впорядкування при n1=0.34, насичення 
магнiтного моменту – при n2=0.68; для густини станiв, що вiдповiдає bcc-гратцi – поява 
феромагнiтного впорядкування при n1=0.52, насичення – при n2=0.68. Варiацiйний 
метод Гутцвiллера, застосований в роботi [17], дає критичну концентрацiю n2=0.68 
насиченого феромагнiтного стану для sc- та bcc-гратки. Нашi результати в цiлому 
узгоджуються i з висновками роботи [18]. 
 Для з’ясування поведінки намагніченості при ненульових температурах, 
особливостей температури Кюрі як функції параметрів моделі на основі функції Гріна 
(4) отримано вираз для намагніченості системи у випадку менш ніж напівзаповненої 
(n<1) зони  
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 Для випадку менш ніж напівзаповненої зони в границі нескінченної кулонівської 
кореляції неоператорні коефіцієнти набувають вигляду 
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Вираз (10) відтворює результат теорії молекулярного поля для моделі Гайзенберга. Для 
знаходження намагніченості системи в загальному випадку рівняння (10) треба 
розв’язувати чисельно разом з рівнянням для знаходження хімічного потенціалу. 
 Виключивши хімпотенціал, отримаємо рівняння для знаходження m: 
2
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 При n→1 рівняння (11) відтворює результат теорії молекулярного поля в моделі 
Гайзенберга. 
 Для більш ніж напівзаповненої зони в границі нескінченної кулонівської 
кореляції вираз для намагніченості мають вигляд 
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 Вираз (12), отриманий для випадку n>1, відрізняється від виразу (10), 
отриманого для випадку n<1, наявністю множника ( )1 2τ−  перед інтегралом переносу. 
Тому при тих же значеннях енергетичних параметрів моделі і відхилення від 
половинного заповнення, намагніченість, обчислена за формулою (12), є більшою від 
обчисленої за формулою (10). Отже у випадку сильної кулонівської взаємодії за 
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА 
 
 209
наявності корельованого переносу умови для стабілізації феромагнетизму у зоні, 
заповненій більше як наполовину, є сприятливішими, ніж у зоні, заповненій менше як 
наполовину. 
 Аналогічно до випадку n<1 отримуємо рівняння для намагніченості при n>1: 
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,       (13) 
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±
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Розглянемо далі поведінку спонтанної намагніченості (нижче всюди магнітне 
поле h=0). В системі, що характеризується відмінними від нуля значеннями 
корельованого переносу, спонтанний магнітний момент існує в більш широкому 
інтервалі концентрацій електронів, ніж у системі без корельованого переносу. У 
випадку сильної кулонівської взаємодії корельований перенос другого роду, що 
описується параметром τ2, проявляється лише при n>1 і приводить до розширення 
області феромагнітного впорядкування. Вплив корельованого переносу відображено на 
рис. 2. 
Зростання обмінної взаємодії приводить до стабілізації феромагнетизму, при 
цьому критичне значення (zJ/w)с залежить від температури. Зростання температури 
приводить до дестабілізації феромагнітного впорядкування, в області переходу 
залежність m(zJ/w) стає пологою. Отримані рівняння для намагніченості дозволяють 
коректно описати температурну залежність намагніченості перехідних металів та їх 
сполук [19]. 
 
  
  
  
Рисунок 2 – Намагніченість як функція параметру 
корельованого переносу τ: n=1.5, zJ/w=1.1, 
Θ/w=0.15 верхня крива τ=τ1=τ2, середня крива 
τ=τ1, τ2=0, нижня крива τ=τ2, τ1=0 
  Рисунок 3 –  Залежність намагніченості при n=0.5 
від температури: штрих-пунктирна крива відповідає 
значенню zJ/w=1.8, суцільна – значенню zJ/w=1.5 
 
З рівняння (11) знайдемо умову для знаходження температури Кюрі, при якій 
феромагнітне впорядкування в системі з n<1 зникає. Для цього візьмемо похідну по 
намагніченості від правої і лівої сторін рівняння (11) і покладемо m=0. В результаті, 
отримаємо рівняння для знаходження температури Кюрі: 
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a b n cth cth bcth
w n
−  
= − − + + 
Θ Θ Θ−  
,    (14) 
де 
0m
A A
±
== , 0mB B
±
== , 0 0mє є
σ
== . Магнітну сприйнятливість можна подати у вигляді 
( )
2
c
c
zJ
χ
Θ
=
Θ−Θ
. При заповненні зони, близькому до половинного (n→1–) з (14) 
отримуємо: 
2
c
zJ
nΘ = . 
 Магнітна сприйнятливість системи у цьому випадку 
 
c
n
χ =
Θ−Θ
.          (15) 
 Аналогічно з рівняння (13) знаходимо при n→1+ 
 
( ) ( )
ccc
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bcth
wє~D
cth
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~
na~
n
n
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zJ
ΘΘΘ
000
2
12
2
+
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де 0=
±= mCC , 0=
±= mDD , 00 == mє
~є~ σ . При заповненні зони, близькому до 
половинного (n→1+) звідси 
 ( )
2
2
zJ
nc −=Θ .         (17) 
 У цьому випадку магнітна сприйнятливість системи має вигляд 
c
n
ΘΘ
χ
−
−
=
2
. 
При половинному заповненні зони з рівнянь (14) та (16) знаходимо температуру Кюрі 
2
zJ
c =Θ  та магнітну сприйнятливість ( )
1−−= cΘΘχ . Таким чином, застосоване 
наближення дозволяє отримати в граничному випадку U>>2w результати теорії 
молекулярного поля для моделі Гайзенберга. Разом з тим, у випадку n≠1 розглянута тут 
модель описує металічну систему, в якій може реалізуватися феромагнітне 
впорядкування. 
 
3 Антиферомагнiтне впорядкування в узагальненiй моделi з електрон-
дiрковою асиметрiєю у випадку сильних взаємодiй 
 При дослідженні умов переходу парамагнетик-антиферомагнетик у моделі 
магнітного напівпровідника з невиродженою зоною для розрахунку енергетичного 
спектру моделі застосуємо варіант процедури проектування в методі функцій Гріна, 
слідуючи роботам [20-22]. Енергетичний спектр двопідграткового антиферомагнетика 
отримуємо у вигляді  
( )21,2 1 4
2 2 k k
C
E Cµ ε ε
↑
↑ ↑ ↑ ↓= − − + r rm .        (18) 
де 
( ) ( )
( )
2 21
1
2 2 2 2k k
pp
zJ ipp n m n m n m
t n c
c n mt n
ε ↑
′
 ′  − − −
 = − ⋅ + + ⋅ + +    
r r ,     (19) 
( )
( )
( ) 0 02 1
2 2
p ip p i
iip
zJ ipj n m
t n X X
c n m t n
ε ↑ ↓ ↓
 +
 = − − ⋅
+ +   
∑ .     (20) 
 Система рівнянь для знаходження намагніченості m та хімічного потенціалу µ 
отримується з умов 
,
.
p p
p p
n X X
m X X
↑ ↓
↑ ↓
= +
= −
         (21) 
Температурна залежність розв’язку системи (21) дозволяє також розрахувати 
температуру Неєля вузькозонного антиферомагнетика, що описується моделлю (1). 
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При реалістичних значеннях параметрів антиферомагнетизм зникає вже при 
декількох відсотках дірок, тобто вже слабке легування відповідними домішками мотт-
хаббардівського діелектрика дестабілізує антиферомагнітне впорядкування. На основі 
цього результату можна пояснити залежність температури Нееля від концентрації 
носіїв струму (в магнітній підсистемі) у вузькозонних матеріалах, зокрема в сполуках 
(V1-xTix)2O3, NixS і надпровідних кераміках. В рамках моделі орбітально невиродженої 
зони антиферомегнетизм зумовлений лише делокалізаційним обміном, в той час, як в 
реалістичних p-d-моделях антиферомагнетизм стабілізується і іншими механізмами, 
пов’язаними із p-d-переходами. 
 
4 Зарядове впорядкування в узагальненiй моделi з електрон-дiрковою 
асиметрiєю у випадку сильних взаємодiй 
Серед немагнітних типів електронного впорядкування обмежимося тут 
розглядом зарядового впорядкування. Аналогічно до випадків феро- та 
антиферомагнітного впорядкування, застосуємо варіант процедури проектування [20]. 
Одноелектронна функція Гріна у цьому випадку може бути подана у вигляді 
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 та ( )kλ
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%  є фур’є-компонентами величин ε
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(pl), ε
l
(pl), λ
p
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l
(pl), 
відповідно, а вираз 
( )21,2 1( ) 4( ( ) ( ))( ( ) ( ))
2 2
p l
p lE k k k k k
µ µ
µ µ ε λ ε λ
+
= − ± − + − −
r r r r r
%%     (23) 
визначає квазічастинковий енергетичний спектр системи, неоператорні коефіцієнти 
мають наступний зміст: 
0 0( )
1
pl l p
pl
p
p p
t n X X
N X X
ε
↓ ↓
↑ ↓
=
+
∑
 
є кореляційним зсувом центру  p-підзони,  
( ) ( )
l p
pl p p
l l
X X
pl t n X X
X X
ε
↑↓ ↓↑
↑ ↓
↑ ↓
 
 = + +
 + 
 
є параметром кореляційного звуження зони, 
( ) ( ) p lp l
p p
X X
z J J X z J J
X X
λ
↑↓ ↓↑
↓
↑ ↓
= + + −
+
% %  
є обмінним зсувом центра p-підзони (перший доданок тут є характерним для 
наближення середнього поля, другий доданок дозволяє вийти за межі цього 
наближення, враховуючи міжвузлові кореляції), 
( )
0 0
( )
p l
l l
X X
pl J J
X X
λ
↓ ↓
↑ ↓
= −
+
%  
є параметром обмінного звуження зони (незначно впливає на ширину зони з огляду на 
співвідношення між цим параметром та ε(pl)). Зауважимо, що на відміну від випадків 
феро- та антиферомагнітного впорядкування, де вибір конкретного вигляду 
коефіцієнтів у процедурі проектування може мати принциповий характер, у зарядово-
впорядкованому стані відмінності у виразах для εp, λp, ε(pl) та λ(pl), отриманих в різних 
наближеннях, не приводять до суттєвих відмінностей кінцевих результатів. 
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В загальному випадку, функція Гріна (22) та енергетичний спектр (23) 
дозволяюль розрахувати залежність параметра зарядового впорядкування та хімічного 
потенціалу від концентрації електронів, температури та енергетичних параметрів 
моделі. В частковому випадку, коли ефектами, пов’язаними із феро- та 
антиферомагнітною обмінними взаємодіями можна знехтувати (при досить високій 
температурі), за умови, що перехід із зарядово впорядкованого стану в 
невпорядкований відбувається неперервно (є фазовим переходом другого роду) 
отримуємо вираз для розрахунку температури Вервея 
 
1
2 2
2 2
2 ( ) 4(1 ) ( )
1 1
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− −      − −    
.     (24) 
Для прикладу розглянемо сусідні (в ряду фаз Магнелі) сполуки V3O5 і V4O7 (де 
існування зарядово впорядкованих станів не викликає сумнівів). Будемо вважати, що 
величини w і V для цих сполук приблизно однакові. При концентрації електронів n=2/3 
для V3O5 та n=1/2 для V4O7 співвідношення температур фазових переходів діелектрик-
метал для цих сполук T1=430 K і T2=240 K [23] відповідно узгоджуються зі значеннями, 
розрахованими числовими методами на основі рівняння (24) при 2w/V≈1,12. 
Експериментальне значення T1 та T2 цих сполук отримуються при 2w≈0,21 еВ. 
На рис. 4 приведена залежність ΘV(V/w) для концентрацій електронів n=0.5, 0.6, 
0.75,   які   моделюють   ситуацію,   яка  характерна для фаз   Магнелі   ванадію      
VxO2x-1.Залежність Θv від ступеня заповнення зони при різних значеннях V/w показана 
на рис. 5. 
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Рисунок 4 – Залежність температури Вервея від 
параметра міжвузлової кулонівської взаємодії: 
крива з коротким штрихом відповідає 
концентрації електронів n=0.5, крива з довгим 
штрихом – n=0.6, суцільна крива – n=0.75 
  Рисунок 5 – Залежність температури Вервея від 
концентрації електронів n при різних значеннях 
параметра міжвузлової кулонівської взаємодії: 
суцільна крива відповідає V/w=1.8, крива з 
коротким штрихом – V/w =2, крива з довгим 
штрихом –  V/w=2.5 
 
Висновки 
 З наведених у роботі результатiв видно, що вибiр густини станiв є важливим i 
може приводити до якiсно рiзних результатiв стосовно феромагнiтного впорядкування. 
При половинному заповненнi (випадок мотт-габбардiвського феромагнiтного 
дiелектрика) зсуви спiнових пiдзон зникають i феромагнетизм стабiлiзується виключно 
мiжатомною обмiнною взаємодiєю для всiх форм густин станiв. В роботі також 
показано, що параметр ефективної обмінної взаємодії є ключовим для iснування 
антиферомагнетизму в системi; при його збiльшеннi температура переходу швидко 
зростає. 
 Також виявлено, що зміна параметра міжвузлової кулонівської взаємодії суттєво 
впливає на величину концентраційного інтервалу, в якому спостерігається зарядове 
впорядкування; критичні значення n в напівзаповненій підзоні швидко зменшується із 
зростанням цього параметра, так само швидко зростає значення температури Вервея у 
області максимуму. На нашу думку, ці суттєво відмінні значення температури переходу 
пов’язані із відмінними ширинами щілини у спектрі та значною різницею величин 
провідності матеріалів із різними значеннями параметра міжвузлової кулонівської 
взаємодії. На відміну від більш ніж напівзаповненої підзони, у менш ніж 
напівзаповненій зоні легування катіонної підсистеми може привести до різких змін 
провідності, пов’язаних із стабілізацією зарядового впорядкування. Зростання 
параметра корельованого переносу приводить до зменшення критичного значення 
концентрації електронів, а також до зростання температури Вервея у всьому 
концентраційному інтервалі, в якому існує зарядове впорядкування. 
 Отримані в роботі результати дозволяють інтерпретувати експериментальні дані 
стосовно різних типів електронних впорядкувань у вузькозонних матеріалах на основі 
перехідних 3d-металів. 
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